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PREMIERE PARTIE PROSPECTION PETROLIERE 

pz.ge 4 

1. Des sons chasseurs de pétrole 

Les hydrocarbures sont preges dans des couches geO!agiques poreuses a des 
profondeurs auss: c1verses que variées. Le but des compzgn:es ptro!:eres est ce 
forer "a coup sur". Il leur faut donc connaitre „a nature u scus-sol. Sr, 'es 
onces sonores sont aevuees, reflech1es, attenuees et el!es changent; ae 
polar1sat:on lorsqu'elles se propagent a travers es couches geo!cg!ques. La 
tcrme ae ces changements etant fonction de la nature ces couches traversees, les 
sons sont devenus es "chasseurs de primes" . 

¿. La SIS1que de pu1tg 

Il ex1se & sores de sismiques 
puits, et a l'Inter1eur de ces 
terresre et {a sismique marine. 
La sismique marine utilise des hydrophones pour capter le signal, tandus que !a 
sistque terrestre utilise des geophones. 
Ces geophones, suivant leur degce de sophistication, peuvent enregistrer l; Gu 
3 composantes, mals nous reviendrons la-aessus plus loin. 
La sismique de surface consiste a disposer en surface es geopnones le !us 
souvent alignes) et ut:lise surtout les ondes refecn1es. 

la sismique de surrace et !a sismique de 
2 categories on trouve encore Ia S!51que 

s, s 
3 

o 9r = 7pee_ 
1o n i 1 r n is to z zz z t t y 

Surface 

[l] o 

La sismique de surface 
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La slsm:que de puits quant a elle utilise des gecphones regulerement repz5us 
aans un puits. ün optuent, suivant lendront ou on met la 5curc€ I5miqu€ 
cam1on vupreur, charge explosive, etc...) des pcotils susmques verticaux 
P.S.'V. ou des profils sismiques obliques P.S.Ü.). On ut!!use a:ss: p.en les 
ondes en reflex1on qu en transmission. 
La sus!que de puits est de plus en plus uti!1see. 

Prctl! Sismique Vert1cal et Profil .sm1que 9pt1que 
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3. La detectuonà3 composantes 

Les ondes sonores peuvent se decomposer en 2 types de polarisation gondes, 'es 
onces de compression autes ondes È et les ondes ae c:saillement cures ondes S 

qui se supduv1sent encore en ondes SV et SE}. 
ar a;lleurs, les ondes peuvent avoir une po/arisat:on lunes.re, curcu!ure, cu 
el!ipzuque. 

Lcrsqu on examine ae pres un .S.V. ou un P..ù. on s apperçot que 
'elliptucue ces ondes varie en fonction ae la protonaeur. Cs changements son 
us au prcp:etes aes milieux traverses. Gn assiste en outre a une atanuaruon 
de onae au rur e a mesure de sa propagation. 
De p!us, tes ondes ne se propagent pas dans les !qutdes et tes gaz ana1s que 
!es nes P ne son nullement Incommodees par ceux-c:. l! en resu!te que !es 
ondes traverseront moins bren un mlleu poreux ou du petrote a elu omic:!e, 
et beaucoup moins les poches de gaz. Ceci permet tien sur de caracer:ser ce 
tels miteux, Toutefois, tout nest pas sl simple, en etret, les hydrocarbures 
:e sont pas uniquement liquides ou gazeux en sous-so! ie plume par exempie 
tuent plus du soi1de que du liquide), et une roche peut ete plus Cu m01ns 
"poreuse". 
Cependant, cette methode reste un bon critere, a conduion de savoir 
differencter les ondes... 
Ces pour cela qu il est bon a'utiliser des geopnones a composantes pic¢ 
qua une seule, b;en que cela augmente consuderab!ement le vo!umne de connees a 
traer. Et cela est dautant plus Imporant lorsquon veut mete sur p!ea un 
essa! comportant des geophones a 3 composantes res rapproches spatulement. 

Il parai pourtant indispensable de développer des methodes de traitement a 3 
composantes mneme si on ne peut pas Installer un gecpnone taus .es metes», ez 
conc de pousser plus loin les études theoruques dans ce domaine. 

Ceci reyolnt le suuet du stage, motive par une quest!on de Char!es tav:!le 
Èx1ste-tll aes relations theor1ques generales permetcant ae a:re que!quecros€ 
sur !a forme relative des modes propres a'ondes volumiques acousuques ans !es 
mi!1eux viscoelastlques? Dou i'etude bibliographique et les cons!cerat:ans 
theorques Jo:ntes. 
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DEUXIEME PARTIE LES MILIEUX ISOTROPES ABSORBANTS 

1. Mlieu Unidimensionnel 

Si on cons1dere des mater!aux non vieillissants et linettes, on :nroduut une 
fonction ae fluage f et une fonction de relaxation r de !a man;ere su!vante: 

s) = to fc- o) et ta) = so r-O 
ou s est la déformation et t es la contrainte. 

Ces deux relations S'intègrent en s<n =lJŒ-S>.(dt/d~).c!~ 

et: te»[cc•as/a».a 
)-o 

gr, !e principe de causalite implique que ta contrainte t ne soit pas :ntluencee 
par les valeurs tutures de la deformat1on s. 

4.0? 

On a a!ors : tCO = j r(t"-~).(ds/c!S).d~ avec cu:> = O pouc ?:·:. U 
.0O 400 4.0? 

integrons Par artes: tc= [c-s/-[arar-.s$.c 
+o -o Jo 

1·1,.-0•• • ;,, ?-.) - J ~•f[ G) S(C..) r¡G ''1e•·· C - dC1C!.,... 
? i ·s „o.s .so 4V- ; = • 

Cette relation peut se mettre sous la forme 
ou c est !a constante elastuque au milieu 

Frenons la transformee de Four1er de cette relat1on, on pt1en 

T = c s 
ou T est la transformee de Four 1er de t 

e est !a transformée de Four1er de c 
s est la transformee de Four1er de s 

En effet, la transformee de Fourier dun produit de convolution est un procuI 
simp!e. 

Le coefficient C est donc la transformee de Four er du coeif:c;en c qu: n'est 
autre que la "constante" élastique du milieu. 

ou C-t ez f) sont les parties reelle et imaginaire de Cr). 
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Cons!derons maintenant un probleme harmont que 

La deformation est : st = so.expm!fot) 

3( f) = f ➔•"°so. exp ( 21T1 tot>. exp( -2irl t t). dt 
• 0? 

SU> =J .. "°so.expC21r'i(fo-t>t>.at 
-. 69 

A1ns1, 1a reiat!on T = C. d"'".11ent •. T(f1' = --·o~("" ..:,.,) (•1 ~.,,.,·, 
• Y + + 2 j""L- • lo? 

Du : Té = so.Cfo) + IC,fo)).£-£o) 

ins. : Té = so.4cfol.expaf£o».à-o» 

ou: lCfo)l est le module de Cfo) et ffo) est la phase de CG£o. 

On obtient alors, en prenant la transformee de Fourier inverse au res.z 
precedent: 

tc) = so.IC«fol.exp?£o)).exp2mifot) 

C est a ad:re : t) = so.IC(Éo)I.cos2rfot 4 Po) 
£press1on de la contrainte en foncuon au temps. 

La contrainte et la aetormat1on sont donc dephasees de £o). 
Ce dephasage est Ile à la vuscos1te du milieu. 
li est responsable de la perte aenergre, donc e lattenuatuon. 

interessons nous maintenant à la propagation de telles ondes : 

Le prunc:pe fondamental ae la dynamique secrit : p.du/aé = dt'a 
2. Gr, t = ; +s, donc : p.du/a' = dCks)/dx 

De plus, c est Inaependant de x, et dans le cas un1dimensionnel 

Un obtient alors : p.au/a° = c k a<ua 
Cons1aérons une onde ayant la forme suvante ux,t) = uo.expa.wo.t - :kx? 

Où k = b- 1.a b et a etant reels. 

A1nsI, on a : uXx,t) = uo.exp-ax).exp1wot ipx) 

En reporant cette express1on dans l'equaton different:elle, on optent : 

(- e ) -p.a.uo.exp-ax).exp1wot-1bx) = cr-uo.(b-:a)-.exp-ax).exp!ot-:p:) 

D ou, en prenant la transformee de Pourier : po = Cc).b-:av< 

C'est 

Dou en developpanz et en separant les partues reel!es et 1mag:na.res 

et 
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e, e 

D1onc ·. b¿-ct_¿ =~-be· /C 
d» • 'r "j 

AIns! : po 
-, 

= 2ab.c1</c, 
o 9 Dou : ab = po.C,2!Ci< 

Donc, en reporant et en multipliant par p<, on obuent 

2 4 o 4 ­ P .o.C,'41ci 0 

Cece equation est une equation bicarree en p, i! sufit de la resouare come 
une equa:on au second egre, sachant que b es ree! donc est posut:t. 

ün a aonc : 

Ur b 

et on a 

lionc 

pcsitt propagation dans ile sens des x croissants), 

b = wo • V p .I e 1 + C,/ 21 e 1 2 

a = poc,21ci& 

a = wo. v,-·p-. (_l_C_l C_'r_)_/_2_l_C_I_2...., 
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2. Mil1eu Tr1dimensionnel 

Pour un mater1au isotrope, on utilise les coerf1clents de Lame et dei;n!s 
par ia lo! de ±coke : I 

A.av«@».3,,' ê, <= T, let € 

avec 5,,= 0,5.Ou,O, + Ou,o, 
On decompose 
cisaillement 

3 le veceur u en une composante de dilatation et une composante de 

e p correspondant a la 

on a : ü,-eta 
dilatation et Cs au cisaillement. 

o 
et C= Y 

La Relation ionaamena!e de la Dynamique secr1t 

Donc, en remplaçant, on obtient : 

2u.O =Ida.v«@».,,/a, d,/ax, 
= +a6,].ave swla+jau,a, + 

Ins1 

- dp».au,/ax,a] + au,a,a, 
.da? = d+p.aradlv@ + va 

u : et 

et 

k8 = Gol/ 
M 
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Onde P : 

( est ae ta rorme 
s l 

O k = b- 1.ä 

o} 

.exp1wt-1k.r) 

p () y » -» ·-» Ans: : = l.exp(ä..expt-1b.r 

Donc, en reportant dans lequaton dufferent1elle, on a 

c'est a aure :-o°- „-2.a. + k<= 0 
Posons : «r = Rek 

A 
. -'>..., 

= angle(b,a) 

On obtient ators : kr 

kt = +2.? = +2pa.cosA 

ou : a = k<1'Zb.cos 

±n reportant dans !a premiere equat:on, on obtient 
) ·y ·'y 

h- - kl'Abcos# = kr 

L5onc = o 
èquat1on b1carree en b qul se resoua en : 

et : a = kl 

C'est a dure a = 
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jouvement des part¿Cu]es 

Posons : le : kl t 1.2 "p _., ( -') ) 3 •• = [k¡D - ga, !k ] p 
3 -es ,) ,, 
" + i ] ,, ""p i 

d 
Les vecteurs e o sont des vecteurs reels. 

À1nS;: 

Doc : 
• aoy 

Les 2 vecteurs , et sont donc orthogonaux. 

Par ailleurs 

l Ik,,l 
t' 

= kr.kr + k1.kl / lk, 1 p 

A1ns1 
D 1z%1 : 1z, I > 2 
.3 "-> -> 

Le p!us : " "g ­ ( k-1k32p -! 

±n multipliant en haut et en bas par = 'iig on obtient 
o 

1Z, = 
', 

DJ0n1¢ 
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1 > [ p interesson nous maintenant a u, = .egraa( 
t 

» , (D y» o o = Re -1b-15..expawt-nb-lá.r) 

= Re-k..C-1@».e-.».e+rt-1. 

= 1,,.l.exp-5.).Re cosBt +1.s1nt».@,-@, 
b- à 

Avec Bt = vt - B.F + Argk.'R) - T/2 

n a ob u = p 
tg b l « 

lK.1.exp-ä.ñ).cost.Z + sinBt.Co) 

On obtient donc une ellipse de grand axe 

et de petit axe 

Le!l!pt1cite est : 

L angle C entre et le grana ae ? de l'ellipse est de;in! par +-+ o G i i ki % e } i s i • 4 i i E Ca 

Cas par¿¿culler g'Lune Onge È hgmI_gene 

Les plans equlphases sont alors des plans d amplitude constante. 

Donc angle@,g) = 0 cest a ale A= 0 

Alors : b =0,5.kr+lkt N@ 
· 9 9 9 '2 0,5.d<-kg+krk,) 

Donc b= k 
Et : a = ? / -41$2 I 

Donc a = - ko «, 

Par consequent : 2, = Bi 1pl 

54/2 

e 2-0 
Et : 

Donc 

- I i 

o 

: L'angle entre b et l'axe Z, est nul. 

La trauectoire est alors une ellipse degenéree, c'est a dure un segment de 
droite. Le mouvement est paralèlle a la direction de propagation. 
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Onde S : 

?· · "y> ) -n» -» P verifle !equation difterent1elle : 7P+ k< Y= j 

En reprenant les calculs effectues pour l'onde , cn obuen en ce qu! concerne 
l'onde S 

b = V 0,5.(kr+(kr2+kì2/cos2A)112)' 

et a= V 0,5.(-kr+(kr2+kì2/cos2A)1/2)' 

avec : kr : Re 25 r "g 

L 2 k.I ·- - mk") 
-- 

A -- angle,â» 

!'ouvement ges par¿Cu[es 

Posons : Kg= kj + 1Kg 

-'> 
S... u, (JJ -';> DEQgonS H = L.r 

-"> o l ...... • 501t : 7 · -- ( k1b - '2a ) n I Ike! » t A 
4. 

--:, _..,. • ­ , -, -- kp + k¡a )N n ,, ikI ." t e, a. .., 

Les vecteurs ?esont es vecteurs eels. 

avec al@y = 0 

On a : a!v = 0 donc : 
by ob « 

a+1b).n = O 

Jonc, en 1dent:t:ant parties treelles et imaginaires, on obtient 
i « 
b.n = ü et 

Ans1, le vecteur Egat orthogonal a5gta, 

0n a : ;/ 1 ¡( I 4 
''p' 

one :27.2 - o - _.,, Les 2 vecteurs Z, et o sont donc orthogonaux. 
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Par ailleurs 

• 2,,2. 2,2., -. 2,,2.. 2,2_ pz p ·A = k, ''kg"a 2ky¿b.a=kg;p"=k, 'a kg.a ) Il 
= «,-?».o?-a@»- 4,„.3. 1,1° 
= kr.kr + kl.kl 

• o .ns: : 12n1> 122l 

Le plus 

in multipliant en haut et en bas par k = kllg , on obtient 

Donc 

l 

Ineressons nous maintenant a ü? = Re&tY) 

b è ,_ -» 
= Re-ib-á)a .n.exp@wt-ib-1).r) 

= Re-i_.Y..@-ü,».exp-.».exp@rt-1.> > 

R f '~ . ';:°'> .... --, . ' -'> ::) ,, I fi, •-ri.'✓- \ 

= Re lk.HI.CI).exp-ä.ñ).expit-1b.ñArgk=·)-""2» ) 

= Ik_.Si.ex«-ä.».Re cosBt +u.smn».@-Z, 
' a 

Avec Bt = wt - • + Argkg.Y) - 7/2 

0na ü= Ik.Yi.ex-a.».cosBE.2, + s1nt.Z„,» 

on obtient aonc une ellipse de grand axe 

et de pet ìt axe 

o l 

k.Y1.exp-a.r.Z 

, 
cette ellipse se situe aans le plan ê,,> 
0n appelle cette onde, une onde S de type l. 

Il tic.te es . ,7,17? L,€ I ICI ' <] " > . L. 

o e 
Langle C entre b et le grand axe Z de l'ellipse est défini par 

=o=c-.2i.1é 
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suroeons V -Y.5 +'Y„.5¿· 
y op 

O les vecteurs b et a appartiennent au plan Xy+3 

On a 
-> 

U? = Re G Y s 

= Re -GB», 

---., ,T b3x"j Posons b + 

- e ---:, et a -- a11 ; a33 
Un obten aiors : 

, at ad it. .exp-a.r).e:put-lb.r) ? 

(B (ly » w > ! e, .o 
Us = Re -lb-Ii.-'sy'g).exp-ä.r).expit-1b.} 

Posons: D-= ES-1g».-Y?Y p?> 

-> 
).X 

e, 

Ün a alors ii 

D)' ou s = 
veC Bt) 

• ob g= Re -ID.exp-â.r).exp@wt-ib.r 
o Dl.exp(-a.r).cosBt)).x 

= t- È. + ArgD) - T/2 

Le. mou.oeme,k est donc linéaire, perpendiculairement au plan ?",,y. 

On appelle cette onde, une onde S de type Il. 

Dans le cas general, la trayectolre est tres complexe. 

Cgg partycuUyer gune onge Sge type] homogene 

Les plans equ:phases sont alors des plans d amp!!ude constante. 
y w 

Donc angle<b,á) == G cest a dure = G 

A!os 

f'+ . 5 , 

Par consequent : et 

Et : cos €= D 
Donc : L'angle entre b et l'axe Z, est r- angle drh. 
La trajectoire est alors une ellipse degeneree, cest à dire un segment de 
droite. Le mouvement est perpendiculaire à la direction de propagation. 
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TROISIEME PARTIE LES MILIEUX ANISOTROPES ABSORBANTS 

. Aethode par conyo]ut1on 

a. Prob]emes harmoniques 

Par generalisation au cas unidimensionnel, on a : tr c¡gt sy 

Donc, en prenant la transformee de Fourier, on ebtient : T, = C¡y.>y 

ce, bl° h. . t 4e re SO ep! to t) upposons un pro eme narmon!que, ces a alte : sy te J' <i ·o. 

Alors, la transformee ae Fourier de cette aeformat1on es 
4.o 

Sy= J soy.expivot).exp-It.at /.o 
4) 

<= Jog.ex@riot.ex-2rift).at 

­ 
lJÏO!'r• 'ì' +> '[ 

eso].óe-£o» 

= Cg.so,ó@-to» 

Ór, le tenseur des "constantes" elastiques possede une parue reelle et une 
parue imaginaire : Cuy= cog+ 1.dIJ 

Le terme imaginaire etant bien sur du a latenuat:on. 

±n prenant la transformee ae Four1er du coefficient Gjg on obtient 

Le nouveau coefficient Ury possede une parue reeile et une part1e magunaire. 
n posera : CLyf = Cogf) + 1.1yf 
Remarque: Bren que nous ayons prus des notations similaires, Co,, n est pas la 

t. a 
transformee de Pour1er de co1g, et hqg nest pas la ransformee de our1er de 
J· 
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En reportant le dern1er résultat obtenu dans l'expression de T :I vent •I 

%, ­ Cog«£ + +.Ag£.so].-to» 

Le second membre nest non nul que pour f -- fo ' donc 

T,= Co,gto» + 1.Any(fo.soy.ó±-to» 

Posons: MrJtf> == iCIJCf>i = vcoIJ(02+AIJ(02 

et :£ = Arg Cry«f = Arctg Ag£ Coyt? 

Gn oDt.ent a!ors : 

I= so.l]£o>.spi£o.g-£o» 
° 

Dou, en prenant la transformee de Four1er Inverse au resulat precedent 
409 

t1 = .Re< so,i.MlJ(fo).exp<ilf'<fo)).Jd<t-fo).exp(2mf-z-).cif 
.0° 

= Re soy.I!fo).exp1Péo)).exp2foz) ) 

= Re soy.t!¡gfo.exp2rifo+Péo) 

'ou tr = soy."!¡yfo) .cos2to£o)) 

Etudions le cas statique : fo-> 0 

Alors, t; = sog.li0).cos0 

t = soy.Cong0 
On revient donc au cas linéaire elastuque Loi de Hooke, on peut interpceter 
cela par le faut que la vuscos!te na pas le temps de se mettre en place. 

b. Propagation des ondes 

La Fe!atlon Fonaamentale de la Dynamique secrit : 

Et le tenseur des aetormations est : 

Gj= 0,5.du,/dx,+ dud, (au,ax, .au dx, ) 

Toutefois, te terme au/cx.du/GX_,) est du second ordre, donc negltgeaple 
par rapport aux ? autres termes qui sont du premier ordre. 

Par ailleurs, , = Cys si l'on ne contracte pas les Inc!ces. 

En 1nJectant cette expression de t,, dans la R.F.D., on obtient 
9 ·3 9 ·3 

p.du,at° = 0,5.%git+ au@xcx + au'dx,ax 
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Supposons que u,@,t) = uo,.expi.o.t - 1.R. 

En remplaçant u, par cette expression dans lequatuon dufrerent:elle !-dessus, 
on obtient : 

P.uO,(io).epot) = 

0,5.Ggki tuo.IK,-ik) + uoj.-uk,)-uk? ).expivot> ) 

On a donc 

D'ou, en prenant la transformee de Fourier du résultat preceaent 
4o 

pwo2uo1f:xp<i<wo-w)t).dt = C1Jkl .kjkkuo1. [~pU(Ì,10-w)t).dt 

La dernere gne merite sans aoute une explication. En effet, le tacteur U,s a 
disparu puisque l'on retrouvait les mêmes termes (le tenseur des constantes 
elastuques etant symetrique). Par ailleurs, ie produit de convolution a 
egalement ausparu puisque la transformée de Fourier a un produit de convotut:on 
es un procu!t simple. 

F'nalement, en posant : = 2if£ et o = 2fo , ! vient 

p.ato%uc,Se-o» = ya.uo.Sr-to» 

Cette expression n a de sens que pour f = fo. En effet, su f to alors on 
obtient 0 = 0. 

Donc, pour f = fo , on a : 

Ce qul se met sous la forme : 

On obtient donc un systeme de 3 équations à 3 inconnues. Ce systeme dont zous 
les seconds membres sont nuls n'a de solution non nulle que su son aeterminant 
est nul. C'est a dure : 

= ] 
Ce qui constitue la relation de dispersion du systeme etudue. 
Il faut ensuite resoudre cette equation numeriquement (c'est a dure a la!de de 
moyens informatiques; en introduisant dans chaque cas part:culer la matrice 
complexe C,,„. 

Ut i 
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2. Methode utilisant le tenseur dissipatif 

a. Cas general 

L.Landau et E.L:tchitz introduisent dans le volume "Theor1e de !eiastuc:te", 
chapitre 5 "Conduction thermique et vscos1te dans les corps so!1aes" a ta page 
192, ligne 34.7 le tenseur ausspatif jgj telle au tenseur des contraintes et 
au tenseur aes aetormatuons comme sut : 

Ce nouveau tenseur jy] ayant les memes symetr;es que le tenseur G;y!' 

avec le nouveau tenseur des contraintes : £, y y 

uns! : £,,= cg!·sa t gr·dspat 

Supposons qu'on a affaire à un reg!me harmonique, on a aonc 

u,= uO,.exp@wot - IR.) 

Dou, en reportant dans l'équation precedente 

Ty= GJk1 ' 1.o.njk1 ?·u 
,~. ,,.. 

La Relation Fondamentale de la Dynamique étant : p.du,at< = 
-, 

On optuent : -pou, = Gy¡uwo.nyk1.dsy/dx, 

Or, sq = 0,5. cu'x + au¡ax ? 

T dv y1 , 
J s 

Dau, en 
f01s les 

tenant compte des symetr1es des tenseurs G,yk et };ykl 
mêmes termes) 

on retrouve 2 

De la même façon que précedement, cette relation est un systeme de & équations a 
3 Inconnues sans seconds membres, donc, la relation de drspers1on es aonnee par 
la nullite du determinant. 

i 1 P . wo 2 .5, - ( e iJ k + i• wo • n i j k l ) . k j k k l I 
\ 



Rapport de stage de D.E.A. à la C.G.G. Milieux Anisotropes Absorbants page 2 

b. Cas particulier : ]e systeme cubique 

Le tenseur des constantes élastiques est alors assez simple. 
En effet, seuls 3 coefficients sont 1naependants. 
Posons CI = CI-= G22= Cg3 

c2 ­ ·12 = 13 -- ·23 
c3 ­ G44 ­ G55 ­ ·66 

Et de la memne façon l = l< 22< 7s3 

2 = 

Pu1que le tenseur ng est exactement ae la meme tome que !e tenseur c,y 

Posons encore : S1 ­ cl + 1.o.A1 
s2 -- c° + 1.o.N2 , 
s3 ­ c3 + 1.o.N3 

13 

Le systeme de 3 equatlons a 3 inconnues est alors : 

9 o 2 9 S2+53)k3k¡4o + ($1k3<+82k,+kg; )-po uog + $2+s3)k3Kg403 

«s2+s3ka«¡uo] + s2+s3k3k3u0g + s1k+s2k,+k,-pouog = 0 

= 0 

La relation de dispersion est alors une equatlon de degre ó en wo. èar a.l!eurs, 
cette équation n'est pas bicarrée comme c'est le cas lorsqu i! ny a pas 
a attenuation. 
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QUA TR I EEE PAR'TIE ELLIPTICITE ET PRODUIT SIMPLE 

Gn a vu que la relauon de dispersion etaut une equation de egre 6 en o, e: 

ncn pas de degre en o<, 

Toutefo1s, le tenseur >jg1 = Cykl t 1.w0.gt; aamet dans le cas genera. 2 

valeurs propres, ce qul nous donne, dans chacun ae ces Iodes propres, une 

re!aton de auspersuon differente. 

ar a.!teurs, !e tenseur ,y] etant symetrique, de meme que le tenseur ;k! 

:ì en resulte que le tenseur >,gt est éga!ement symetr.que. 

o:¢ S la matruce du systeme de 3 equations vour page precedente:, on z 

(
uc1) (uºi) E; 

Et S est smetr1gue. 

Ansi, si l'on constdere 2 vecteurs propres dondes 5, u et v, on a 

et S, " = a .. 2·° 

Defin1ssons !e prodult simple de 2 vecteurs u et v par 

s: !es vecteurs u et ; ont respectivement pour coordonnees 

u. -- 5£· z? et V ­ 
kgmarqucns ces a present que ce "proautt simpie" est zcralemenz d:terent mv 

4 

protuut scalatre, en efet, les veceurs u et 30a complexes. Le proat 

scallre hermit1en etant : u.v, ou u est le "transconugue" de u. 
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A1ns1, s: ton calcule !e prouut simple u.S.v de façons distinctes 

i'+ «0, 4 ean aonne que S symétr1que , donc 

Dcu, en egalant les & quant1tes ainsi trouvees ( -:\ - ~ \ t, I I' ¡'_'.! 
. l } li ­ 

à. il 

Or, en general les valeurs propres sont austinces, donc, le produit simple de 

vecteurs propres est nul. 

Les vecteurs propres P, Sl, S2 ne sont pas orthogonaux au sens hermitien, ma!s 

en revanche leur produit simple est nul. 

Cos1derons maintenant un repere ou la arec1on z la morale au p.an ae 

!ellipse tu mode u cela revient a proyeter te mode v sur !e pian du moae ) 

n opt.ent 

Ce qu evient a ure que le vecteur v a pour coordonnees cdans ce plan 

Jonc, iorsqu on prcouette sur le plan de polarisation dun aes modes prcpres, !es 

autres modes propres sont tournes a 9u°, avec 1a meme forme, a un facteur 

convolutif pres, mals les ellipses sont parcourues gans le merg genS Ru çcurs Cau 

temps. 

.I est c!aur que ce resultat permet une grande simplification des algorithmes 

1n2format!ques de detect1on de lanisotrope losqu on cherche a mcsurer 

egalemen iellipucite des modes propres don on sa:t quelle augmente 

cons1eraplemen en onde dans la bande 5O-ù hi Gbservalons Ga! per1n, 

Dupesset, et qui ne saurait quexister pour les ondes S pothsse a ver:ruer 

sur aes cnnees ee!les). 
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CONCLUSION ET SUGGEST IONS 

Il a ete possible d apporter des elements de reponse a ta quest:on 
relative des modes Propres &ondes transverse dans le czs 

de !a ror.ne 

coerftc1ens cur :es constantes elasuques et l coefficients our !es 
constantes a:ss!pat:ves}. Il reste cependant a verifler ce reu!tzt zheor!que 
sur des cas pratuques ultrasons ou sismique; et de aevelopper : Interprcea.on 
des observations en termes de geometr:e ntcerne au mli!eu ce prcpzgat:on 
!am1nations, fracturattons multiples, stratifications, pores, contra:nes, 

etc.... 

Gn sa! par ailleurs que les ultrasons en ondes·transverses ion apparaitre ce 
l'an:sorop!e au dessus de 0,5 HE lorsqu'on zppl!que un champ 
e.ectromnagnet:que. Jne question interessante a examiner serait aesumet sl ces 
efrets sont observables dans les roches a des frequences ultrasoniques courantes 
en sismique de puits d a 10 kz, et a partir de quelles :ntensttes de champ... 
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ADDENDUM AU CHAPITRE 4 

(par Ch. NAVILLE) 

Soient U, V, W les vecteurs propres elliptiques. 

Les projections ' ae U et W sur le plan de polarisation 
défini par u (pour une fréquence donnée) sont parallèles à un mou­ 
vement tourné de 90° par rapport au mouvement de U et parcouru dans 
le même sens dans le temps. 

Illustration 

\ 
)((t) 

U ) 

'-> 

so±e atlosena1 de U 

au sens du produit scalaire hermitien 

k 
(U = U transposé conjugué) 

- y(t) 
xl 

-j) 
u%l rr 

mais - y et wí vérifient la nullité du produit simple 

6" ¢°-6" „-o T 
(U = u transpose) 



A.2. 

P ·1 W ont des formes parallê_es mais sont parcou­ 
rus en5en8_nt±a±Otif au cours du temps. 

APPLICATIONS_PRATIQUES 

Si la polarisation de l'onde Pest quasi linéaire, on peut réduire 
la recherche des modes propres d'onde S au plan perpendiculaire à 
la polarisation d'onde -P (la propagation). Dans ce cas, les deux 
modes d'onde -S sont dans le même plan et on peut faire le change­ 
ment de base non unitaire défini par la matrice de passage suivante 
pour diagonaliser la matrice de bi/réfringence-dichroisme 

P = 
1 

.° I 1 

ki 
Rot 

k est le rapport des axes de l'ellipse et dépend de la fréquence 
k = k(è) 

-l < k < l k = O : mouvement linéaire 

k < O 
k > O 

mouvement dextrogyre (righhanded) 
mouvement 1vogyre (left handed) 

k 
k <o 
ole 

Rot (() est une rotation pour faire coincider le repère à la 
direction des axes propres des ellipses. 



A.3. 

Naturellement, il y a un problème pour k = tl, c'est-à-dire lorsque 
la forme des deux modes propres est identique, circulaire et de 
même sens en effet (1, i) et (l,-i) sont tels que leur auto 
produit ou carré est nul 

(1 i) {)" 
Dans ce cas singulier, on a affaire à un polariseur circulaire 
(l'énergie émise dans la polarisation circulaire inverse se 
diffracte ou passe en mode d'onde P? à voir ... ). 

Il y a une infinité de décomposition entre les deux modes propres 
identiques circulaires mais avec des atténuations et vitesses 
différentes. 

REMARQUES Pour cette même raison (le produit simple tu peut 
être nul sans que ll ou V soient nuls, ou encore le 
produit simple n'est pas une forme bilinéaire défi­ 
nie), on ne peut pas effectuer systématiquement la 
division complexe (déconvolution) d'un vecteur 
complexe X(t) + j Y(t) fabriqué à partir de ((t), 
Y(t)) par une "signature" (t) + j y (t) ; (j a.±l 
en effet il y a impossibilité lorsque y(t) = ± el 
X (t). 

Bien que cette opération soit possible dans le cas 
général (c'est-à-dire que pour toutes les fréquences, 
le signal n'est pas circulaire, ce qui n'est pas 
garanti), et soit très utile car elle correspond au 
changement défini par la matrice P écrite plus haut 
et ramène les nouvelles coordonnées au même temps, il 
lui a été préféré l'opération de changement de_P%se 
unitaire et réversible suivant; 

U = 
1 

va ( 

1 -ki) 
ki 1 

Rot («) 

pour diagnostiquer l'anisotropie (opération produit 
scalaire/produit vectoriel entre deux signaux). 

+ L'ellipticité du mode P entraine l'ellipticité systé­ 
matique d)r; de$ mode S, mais pas forcément des deux 
modes : par exemple, en propagation oblique dans un 
milieu stratifié horizontalement, Pet SV peuvent 
être elliptiques dans le plan vertical de propagation 
et SH linéaire. 

L'interprétation de l'ellipticité peut être la schis­ 
tosité du milieu ainsi que la présence de plusieurs 
réseaux de microfractures ouvertes de directions et 
morphologie différentes. 



BIREFRINGENCE ORDINAIRE = Modes propres linéaires 
ex: 1 seul réseau de fractures/contraintes uniazimutal 
L'onde lente S2 est en général plus atténuée que 
l'onde S1 rapide, parfois jusqu'à l'extinction. 

Face d'incidence: 
un réseau unique = modes linéaires 

"} Ill ► S2 

Un réseau multiple asymétrique = 
modes propres elliptiques linéaires 

de même sens de rotation pour une direction 
de propagation donnée directe ou inverse 

S2 

S1 

Si la direction de contrainte ne coïncide pas avec la 
direction des fractures, ou si plusieurs réseaux de 
fractures sont présents avec des remplissages 
distincts, on peut observer des MODES PROPRES 
ELLIPTIQUES· de VIBRATION. La théorie élastique 
prédit que ces vibrations sont de même ellipticité et 
de même sens de rotation (gauche ou droite), à cause 
de la symmétrie du tenseur des contraintes 
élastiques complexes: L'ellipticité vient du fait que la 
partie réelle du tenseur, représentant les vitesses, 
ne possède pas fes mêmes directions propres que la 
partie imaginaire représentant les atténuations. 
Ce phénomène n'a pas été observé en sismique de 
surface ou en PSV (10-60Hz), mais on s'attend à 
l'observer en sonique de puits (1000-3000Hz). 
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PART IV :  ELLIPTICITY and SIMPLE PRODUCT 

 
 

Following the mathematic developments of Parts I, II and III, we saw that the dispersion 

relation in the case of a cubic system of homogeneous anisotropic and dissipative 

propagation medium was an equation of 6th degree in o (wo in the French text), instead of 

an equation of 3rd degree in o
2 (wo2 in the French text). 

 

However the tensor S i j k l =c i j k l  +  i. o .i j k l   generally has 3 eigen values, which yields a 

different dispersion relationship for each eigen modes. (In the original text the dissipation 

tensor i j k l   was noted  n i j k l ). 

 

As the tensor i j k l  is symmetric, as well as tensor c i j k l , the tensor S i j k l  is also symmetric. 

 

Let S’ be the matrix of the 3 equation system of the relation of dispersion ( bottom of page 

22 , part III of the original French report), we can write :  

   

S’ (
uo1
uo2
uo3

) =  o
2 (
uo1
uo2
uo3

)  

 

And S’ is symmetric.  

 

Thus, considering 2 eigen complex vectors of S-wave displacement, noted u and v, we have : 

S’.u = a1.u   and   S’.v = a2.v   ( a1, a2 eigen values) 

 

Let us define the simple product ( convolutional ) of 2 displacement vectors as : 
tu.v = x1 x2 + y1 y2  + z1 z2     with u = (x1 ,  y1 , z1 ) and  v = (x2 ,  y2 , z2 ) 

 

Note that the « simple product » is quite different from the scalar product, as the vectors u 

and v are complex. The hermitian scalar product being u*.v  where u* is the transposed-

conjugate u vector . 

 

Let us now compute the simple product  tu.S’.v in two different manners : 
tu.S’.v = tu.(S’.v) = tu.(a2.v) = a2. (tu.v)     Eq.(1) 



 

Since S’ is symmetric,  tS’ = S’ , therefore : 

 
tu.S’.v = ( tu.S’).v = ( tu. tS’).v = t(S’.u).v = t(a1.u).v = a1.(tu.v)    Eq.(2) 

 

Equalizing the second members of Eq.(1) and Eq.(2) results in : (a1- a2).tu.v = 0 

 

Usually, the eigen values a1 and a2 are different, therefore the simple product of two eigen 

vectors is null :  tu.v = 0 

The eigen vectors  P, S1, S2 representing the principal wave modes of acoustical propagation are 

not orthogonal in the hermitian sense, however their simple product is null.  

 

 

Now let us consider a coordinate system in which the z component is orthogonal to the elliptic plane 

of polarisation, or particle motion, of the eigen wave of mode u ( it is equivalent to project the wave 

mode v onto the polarisation plane of mode u).  

 

One obtain : tu.v = x1 x2 + y1 y2  = 0 

 

This is equivalent to say that the projected coordinates of vector v on the polarization plane 

of vector u are :  

 

v = k* ( - y1 , x1 ) 

 

 

Therefore, the particle motion of two eigen modes projected onto the plane of elliptical 

polarization of the third eigen mode, appear are similar ellipses rotated by 90° relatively to 

the 3rd eigen mode motion, with the same ellipticity, modulo a convolutive factor, and the 

projected elliptic particle motions are seen with the same angular rotation versus time. 

 

 

The above result clearly enables simplifications in the design of computer processing 

operations aimed at detecting the anisotropy parameters including the ellipticity of the 

eigen S-wave particle motions. Gal’Perin and Dubesset observed that the eigen polarisation 

ellipticity increases notably in the 50-120Hz seismic bandwith, and they firmly expected the 

existence of ellipicity for the eigen Shear wave modes ( this hypothesis remains to be 

verified on field seismic data). 

 

 

 

 

 



  



CONCLUSIONS AND SUGGESTIONS 

 
It has been possible to formulate a few elements of answer to the question of the relative 

shape of the eigen shear wave particle motions in the general case of anisotropic 

propagation medium ( 21 coefficients for the elastic constants of the stiffness tensor plus 21 

coefficients for the dissipative constants).  

The theoretical result reached in the present study remains to be verified on practical field 

case studies, ultrasonic or seismic.  

The interpretation of observations ought to be developed in terms of internal geometry of 

the propagation medium (laminations, multiple fracturations, stratification, pores, stress, 

etc…) 

 

Besides, acoustic anisotropy appears with the shear waves ultrasounds above 0.5 MHz when 

an EM-electromagnetic field is applied to certain objects.  An interesting investigation would 

be to explore if these effects can be observed in rock samples  using sonic frequencies 

commonly used in borehole  logging (1 to 10KHz), and over which value of EM field intensity. 
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